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Zusammenfassung.Dieser Beitrag erl̈autert neue Ans̈atze
und Ergebnisse der statistischen Lerntheorie. Nach einer Ein-
leitung wird zun̈achst dasLernen aus Beispielenvorgestellt
und erkl̈art, dass neben demErklären der Trainingdaten die
Komplexiẗat von Lernmaschinenwesentlich f̈ur den Lerner-
folg ist. Weiterhin werdenKern-Algorithmen in Merkmalsräu-
meneingef̈uhrt, die eine elegante und effiziente Methode dar-
stellen, verschiedene Lernmaschinen mit kontrollierbarer
Komplexiẗat durchKernfunktionenzu realisieren. Beispiele
für solche Algorithmen sindSupport-Vektor-Maschinen
(SVM), die Kernfunktionen zur Schätzung von Funktionen
verwenden, oderKern-PCA (principal component analysis),
die Kernfunktionen zur Extraktion von nichtlinearen Merk-
malen aus Datensätzen verwendet. Viel wichtiger als jedes
einzelne Beispiel ist jedoch die Einsicht, dassjederAlgorith-
mus, der sich anhand von Skalarprodukten formulieren lässt,
durch Verwendung von Kernfunktionen nichtlinear verallge-
meinert werden kann.

Die Signifikanz der Kernalgorithmen soll durch einen kur-
zen Abriss einiger industrieller und akademischer Anwendun-
gen unterstrichen werden. Hier konnten wir Rekordergebnisse
auf wichtigen praktisch relevanten Benchmarks erzielen.

Schlüsselẅorter: Maschinelles Lernen, Klassifikation, Mu-
stererkennung, Regression, Merkmalsextraktion, Data Mining,
Neuronale Netze, Kernmethoden, Ziffernerkennung, Zeitrei-
henprognose

Abstract. We describe recent developments and results of
statistical learning theory. In the framework of learning from
examples, two factors control generalization ability:explai-
ning the training data by a learning machine of a suitable
complexity. We describekernel algorithms in feature spaces
as elegant and efficient methods of realizing such machines.
Examples thereof areSupport Vector Machines (SVM)and
Kernel PCA (Principal Component Analysis). More important
than any individual example of a kernel algorithm, however,
is the insight thatany algorithm that can be cast in terms of
dot products can be generalized to a nonlinear setting using
kernels.

Finally, we illustrate the significance of kernel algorithms
by briefly describing industrial and academic applications, in-
cluding ones where we obtained benchmark record results.
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1 Einleitung

Bei der Klassifikation von Daten versucht manüblicherweise
einen Satz von diskriminierenden Merkmalen zu extrahieren,
die jedes Datum in einer für die nachfolgenden Verarbeitungs-
schritte geeigneten Weise repräsentieren. Oft ist dies ein Satz
von wenigen relevantenstarkenMerkmalen, die die Informa-
tionsflut reduzieren sollen.

Das zweite Grundproblem der Diskriminanzanalyse ist,
festzustellen, welche Daten relevant für die Klassifikations-
entscheidung sind. Mit anderen Worten: gibt es einen Satz von
Datenbeispielen, die besonders charakteristisch für ein gege-
benes Klassifikationsproblem sind und die die Entscheidung
maßgeblicher bestimmen als andere?

In dieser Arbeit illustrieren wir diese beiden Grundpro-
bleme der Klassifikation anhand der Beispiele der nichtlinea-
ren Merkmalsextraktion (Kern-PCA) [27] und der Support-
Vektor-Lernmaschine [35,6,21,36]. Beide Algorithmen set-
zen sich von der oben beschriebenen Philosophie der starken
Merkmale ab. Durch die Verwendung von Kernfunktionen zur
effizienten Repr̈asentation der Daten in einem hochdimen-
sionalen Raum wird implizit eine große Anzahl von Merk-
malen erzeugt, die nachfolgenden Verarbeitungsschritten zur
Verfügung stehen. Somit spiegelt sich in den beiden genannten
Kern-Algorithmen ein Paradigmenwechsel in der Klassifika-
tion und Merkmalsextraktion wider, der bereits 1992 mit der
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Entwicklung der Support-Vektor-Maschine begonnen hat [3,
35,6,20].

Anstatt mit m̈oglichst einfachen niedrigdimensionalen
Modellen realistische Datensätze zu modellieren, besteht nun
aufgrund des Einsatzes von Kernfunktionen die Möglichkeit,
komplexe nichtlineare Probleme effizient mit hoher Genau-
igkeit zu lösen. Hierzu geḧoren Probleme der Klassifikati-
on, Regression, L̈osung von Operatorgleichungen (Schätzung
von Funktionen, von denen nur transformierte Beobachtungen
vorliegen, wie z.B. in medizinischen Tomographie-Untersu-
chungen), sowie der nichtlinearen Merkmalsextraktion.

SV-Algorithmen sind nicht nur mathematisch besser fun-
diert als viele der konkurrierenden Methoden, sondern halten
inzwischen Rekorde auf folgenden wichtigen Benchmarks:
NIST Handschrifterkennung [21], MPI Objekterkennung [2,
21], CERN charm quark tagging [33], Santa Fe Zeitreihen
Benchmark D [14], Gesichtsdetektion (vom MIT gehalten
[9]), sowie Reuter Textkategorisierung (Microsoft Research
[9]).

Zunächst wollen wir, in Anlehnung an [22], die Grundla-
gen der Kern-Algorithmen beschreiben.

2 Lernen aus Beispielen

Die statistische Lerntheorie [35,36] beschäftigt sich mit dem
Lernen aus empirischen Daten mittels mathematisch fundier-
ter Algorithmen und Methoden. Sie vertritt einen spezifischen
Zugang zum Grundproblem der Erkennung von Regularitäten
in einer komplexen Umwelt, den man folgendermaßen verein-
facht modellieren kann: auf Basis vonBeobachtungen(oder
Trainingsbeispielen) zweier Gr̈oßenx undy,

(x1, y1), . . . , (x`, y`) ∈ R
N × Y, (1)

versucht man den Zusammenhang der Größen zu modellieren,
um bei der Beobachtung eines neuenMustersx∗ eine gute
Prognosey∗ abgeben zu k̈onnen.

Bevor wir dieses Modell weiter präzisieren, sollen ein paar
Beispiele gegeben werden, die sich in das Paradigma einfügen:

– Mustererkennung:angenommen, wir wollen zwei Klassen
von Bildern, die in einer Aufl̈osung16 × 16 vorliegen,
unterscheiden. Im einfachsten Fall repräsentieren wir die
Bilder als Vektoren, d.h. wir ẅahlenN = 256 undY =
{±1}.

– Eindimensionale Regression:zur Scḧatzung eines Zusam-
menhanges zweier kontinuierlicher Größenx, y ∈ R wäh-
len wirN = 1 undY = R.

– Zeitreihenprognose:oft ist bei geeigneter Wahl vonN ∈
N und τ > 0 der zeitliche Verlauf einer Größez zum
Zeitpunktt durch die Werte zu den Zeitpunktent− τ, t−
2τ, . . . , t −Nτ bestimmt. In diesem Fall verwenden wir
x = (z(t− τ), . . . , z(t−Nτ)) ∈ R

N undy = z(t) ∈ R.

Ganz allgemein l̈asst sich sagen, dass sich dieserstatistische
Zugang zum Scḧatzen von Regularitäten dadurch auszeich-
net, dass er auf Probleme angewandt werden kann, bei dem die
explizite Modellierung eines Zusammenhangs schwierig oder

unmöglich ist, daf̈ur aber empirische Beobachtungen vorlie-
gen. Ein Beispiel hierf̈ur ist die Erkennung handgeschriebener
Ziffern. Wie eine Ziffer im Detail geschrieben wird, hängt von
einer Reihe schwer modellierbarer Faktoren ab, und so bietet
es sich an, die Klassifikation aus Beispielen zulernen.

Zur Verscḧarfung (bzw. Vereinfachung) der mathemati-
sche Modellbildung machen wir folgende Annahmen:

– Die Trainingsdaten wurden gemäß einer unbekannten
WahrscheinlichkeitsverteilungP (x, y) erzeugt. Dies
schließt den Fall eines deterministischen Zusammenhan-
ges zwischenx undy ein.

– Der Zusammenhang zwischenx undy soll in Form einer
Funktionf : R

N → Y gescḧatzt werden. Dies bedeutet,
dass wir nicht nur f̈ur einTestmusterx∗, sondern simultan
für alle möglichen Eingabenx ∈ R

N eine Prognosey
abgeben.

– Die beste Scḧatzung ist die, die dasRisiko

R[f ] =
∫

|f(x) − y|c dP (x, y) (2)

(z.B. für c ∈ {1, 2}), also den erwarteten Fehler, mini-
miert.

In der statistischen Lerntheorie werden Lernmaschinen auf die
Eigenschaften hin untersucht, die dafür verantwortlich sind,
dass von endlichen Trainingsmengen auf potentiell unendlich
viele verschiedene Testmustergeneralisiertwerden kann(In-
duktion), d.h. ein geringes Risiko erreicht wird.

3 Komplexität von Lernmaschinen

Nun stellt sich die Frage, wie man aus den Trainingsbeispielen
eine Funktion konstruieren kann, die ein geringes Risiko auf-
weist. Die wesentliche Einsicht, die im folgenden vermittelt
werden soll, lautet: es genügt nicht, eine Funktion zu finden,
die ein geringesempirisches Risiko

Remp[f ] =
1
`

∑̀
i=1

|f(xi) − yi|c, (3)

also einen niedrigenTrainingsfehler, erreicht – ebenso wichtig
für die Generalisierung auf neue Daten ist dieKomplexiẗat der
Lernmaschine, also eine Eigenschaft derKlasse von Funktio-
nen, aus denen der Lernprozess seine Schätzung der Funktion
ausẅahlt.

Dies l̈asst sich schon anhand eines einfachen Beispiels
aus der Mustererkennung verdeutlichen. Wir betrachten eine
beliebige Klassifikationsfunktionf : R

N → {±1} und eine
Testmenge

(x̄1, ȳ1), . . . , (x̄m, ȳm) ∈ R
N × {±1} (4)

mit der Eigenschaft{x̄1, . . . , x̄m} ∩ {x1, . . . ,x`} = {} (d.h.
alle Testmuster sind tatsächlich neu, vgl. (1)). Da die Funk-
tionswerte auf den beiden disjunkten Mengen von Mustern
völlig unabḧangig sind, k̈onnen wir offensichtlich immer eine
zweite Funktion f∗ angeben mit der Eigenschaft dass
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Abb. 1. Aus einer gegebenen Menge von Beispielen (im Bild:
schwarze Punkte) soll ein unbekannter funktionaler Zusammenhang
gescḧatzt werden. Die statistische Lerntheorie formalisiert, in wel-
chem Sinne die Gerade als Schätzung vorzuziehen ist (siehe Text)

f∗(xi) = f(xi) für i = 1, . . . , `, und nichtsdestotrotzf∗(x̄i)
6= f(x̄i) für i = 1, . . . ,m. Auf Basis der Trainingsdaten al-
lein kann also nicht entschieden werden, welche der beiden
Funktionen besser ist, und auf den Testdaten machen sie völlig
unterschiedliche Prognosen. In diesem Szenario ist Lernen un-
möglich. Woran liegt dies? Verantwortlich ist die implizite An-
nahme, dass der Lernprozess aus der Mengealler Funktionen
ausẅahlen darf. Zum erfolgreichen Lernen muss die Menge
der Funktionen, die eine Lernmaschine realisieren kann, ein-
geschr̈ankt werden. Auf welche Art?

Abbildung 1 zeigt zwei Funktionen als Kandidaten für
Scḧatzungen aus einem Datensatz. Zum einen verdeutlicht
dieses Beispiel nochmals den soeben vorgetragenen Punkt: es
gen̈ugt nicht, die Trainingsdaten gut zu “erklären.” Zum an-
deren deutet es an, welche Eigenschaft der Lernmaschine hin-
zukommen muss. Auf Basis der Trainingdaten würde die sta-
tistische Lerntheorie dem linearen Zusammenhang zwischen
x und y den Vorzug geben, da ereinfacherals die kompli-
zierte Funktion ist. In anderen Worten: schafft man es, mit ei-
ner FunktionenklassegeringerKomplexiẗat auf einer Menge
von Trainingdaten ein geringes empirisches Risiko zu errei-
chen, so liegt dies mit hoher Wahrscheinlichkeit daran, dass
die tats̈achlich zugrundeliegende Regularität gefunden wor-
den ist. Bei einer FunktionenklassehoherKomplexiẗat ist das
Erreichen eines geringen empirischen Risikos hingegen nicht
erstaunlich: l̈asst man Polynome vierter Ordnung zu, so kann
man in dem abgebildeten Beispielimmerdas empirische Risi-
ko zu null machen, egal wie diey-Werte der Trainingspunkte
geẅahlt werden.

Die Formalisierung dieses intuitiven Komplexitätsbegriffs,
beispielsweise durch den Begriff derVC-(Vapnik-Chervonen-
kis) Dimension[35,36], bildet den Kern der statistischen Lern-
theorie. Anhand der VC-Dimension oder verwandter Kapa-
zitätsmaße lassen sich probabilistische Schranken für das Ri-
siko (2) angeben. F̈ur den Fall der Mustererkennung gilt bei-
spielsweise f̈ur alleη > 0 mit einer Wahrscheinlichkeit von

mindestens1 − η für ` > h die Ungleichung

R[f ] ≤ Remp[f ] +

√
h
(
log 2`

h + 1
)− log(η/4)
`

. (5)

Hierbei isth die VC-Dimension der zugrundeliegenden Funk-
tionenklasse.1

Leider kann die statistische Lerntheorie hier nicht im De-
tail beschrieben werden (siehe z.B. [35,36]). Wir beschränken
uns diesbez̈uglich auf die Aussage, dass sich in der Regel die
Komplexiẗat nur bei relativ einfachen Lernmaschinen präzise
auswerten l̈asst. Einfache Lernmaschinen sind jedoch komple-
xen Datens̈atzen oft nicht gewachsen, und so ist in den letzten
zehn Jahren, vor allem im Bereich derNeuronalen Netze, eine
Vielzahl von Algorithmen entwickelt worden, die gut funktio-
nieren [8,16], sich theoretisch jedoch nur schwer analysieren
lassen.

Kern-Algorithmen, die in diesem Beitrag n̈aher beschrie-
ben werden sollen, haben den Vorzug, beides zu verbinden:
zum einen verwenden sie hinreichend reichhaltige Funktio-
nenklassen, um auf realistische Lernprobleme anwendbar zu
sein. Zum anderen ist ihre Komplexität beschr̈ankt, da sie
mathematiscḧaquivalent zu einer sehr einfachen Klasse von
Funktionen in Merkmalsr̈aumen sind, wie im folgenden be-
schrieben wird.

4 Kern-Algorithmen in Merkmalsr äumen

Die Grundidee von Algorithmen in Merkmalsräumen ist nicht
neu:über eine nichtlineare Abbildung

Φ : R
N → F

x 7→ Φ(x) (6)

werden die Trainingsdaten (1) in einen hochdimensionalen
RaumF transformiert. Das Lernproblem wird sodann für

(Φ(x1), y1), . . . , (Φ(x`), y`) ∈ F × Y (7)

behandelt. Im Rahmen der klassischen Statistik erscheint dies
zumindest fragẅurdig: aufgrund des sogenanntencurse of di-
mensionalitywächst die Schwierigkeit eines Schätzproblems
mit der Dimensionaliẗat des Raumes, da experimentell mehr
Daten ben̈otigt werden, um den Raum gut abzudecken. Die
statistische Lerntheorie zeigt jedoch, dass dies auf Kern-Al-
gorithmen so nicht zutrifft. Im Gegenteil: in manchen Fällen

1 Die Existenz von Schranken wie (5) impliziert nicht, dass jede
beliebige, z.B. in der Natur vorkommende Regularität gelerntwer-
den kann. Es kann durchaus vorkommen, dass die VC-Dimension,
die man ben̈otigt, umRemp klein zu machen, so groß ist, dass der
zweite Term auf der rechten Seite zu groß wird. Die Schranke macht
lediglich einemethodologischeAussage: wenn man mit niedriger
VC-Dimension die Daten erklären kann, dann hat man mit hoher
Wahrscheinlichkeit richtig gelernt.
Darüber hinaus sollte betont werden, dass die Schranke oft pessimi-
stisch ist, da sie f̈ur alle denkbaren zugrundeliegenden Wahrschein-
lichkeitsverteilungenP gilt. Nichtsdestotrotz beschreibt sie das Ska-
lierungsverhalten des tatsächlichen Testfehlers oft sehr gut [20,25].
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Abb. 2. Beispielbilder aus verschiedenen Mustererkennungsdaten-
banken [21]

ist das Lernen inF einfacher, da dort mit einer sehr einfa-
chen Klasse von Algorithmen bzw. Lernmaschinen gearbeitet
werden kann – die notwendige Reichhaltigkeit der Funktio-
nenklasse steckt in der AbbildungΦ.

Eine in der Mustererkennung besonders verbreitete Klas-
se von Merkmalen ist die der Monome [29]. Für das ein-
gangs besprochene Beispiel der16×16-Bilder (Abb. 2) k̈onn-
te man also eine AbbildungΦ definieren, die jedes Bild in
einen Vektor abbildet, der alle Produkte von jeweils5 der256
Pixel als Komponenten enthält. Dies f̈uhrt jedoch zu einem
1010-dimensionalen Raum. Selbst wenn man die lerntheore-
tische Komplexiẗat des nachfolgenden Algorithmus kontrol-
lieren kann, so bleibt immer noch das praktische Problem, in
diesem hochdimensionalen Raumüberhaupt einen Algorith-
mus auszuf̈uhren.

An dieser Stelle kommt eine sehr effektive Methode zum
Berechnen von Skalarprodukten mittels Kernfunktionen ins
Spiel. Beginnen wir mit einem einfachen Beispiel [35]. Sei

Φ : R
2 → F

(x1, x2) 7→ (x2
1,

√
2 x1x2, x

2
2), (8)

dann findet man

(Φ(x) · Φ(y)) = (x2
1,

√
2 x1x2, x

2
2)(y

2
1 ,

√
2 y1y2, y2

2)>

= ((x1, x2)(y1, y2)>)2

= (x · y)2

= : k(x,y). (9)

Dieses einfache Beispiel lässt sich verallgemeinern:

– für x,y ∈ R
N , undN, d ∈ N, berechnet

k(x,y) := (x · y)d (10)

ein Skalarprodukt im Raum aller Produkte vondEinträgen
der Vektorenx,y [35,27].

– ist k : C × C → R stetiger Kern eines positiven Integral-
operators aufL2(C) (für eine kompakte MengeC ⊂ R

N ,
die die Muster entḧalt), d.h.

∀f ∈ L2(C) :
∫

C×C
k(x,y)f(x)f(y) dxdy ≥ 0, (11)

so existieren ein MerkmalsraumF und eine Abbildung
Φ : R

N → F sodassk(x,y) = (Φ(x) · Φ(y)) [3]. Dies
sieht man direkt, wenn man den Integralkern als

k(x,y) =
NF∑
j=1

λjψj(x)ψj(y) (12)

in seinen Eigenfunktionenψj entwickelt (λj > 0, NF ≤
∞). In diesem Fall ist n̈amlich

Φ(x) = (
√
λ1ψ1(x),

√
λ2ψ2(x), . . .) (13)

eine m̈ogliche Realisierung vonΦ.

Man kann also das Skalarprodukt inF berechnen,ohneex-
plizit die Abbildung nachF zu berechnen [1]. Die direkte
Folgerung, explizit erstmals in [27] formuliert, ist:jederAlgo-
rithmus, der nur Skalarprodukte verwendet, kann so implizit
in F ausgef̈uhrt werden.2

In den folgenden Kapiteln besprechen wir zwei Beispiele
solcher Algorithmen. Beide sindeinfach (linear) im Merk-
malsraum, erzeugen aber trotzdem reichhaltige (nichtlineare)
Funktionenklassen im Eingaberaum, und beide lassen sich so
formulieren, dass sie nur von Skalarprodukten abhängen.

5 Support-Vektor-Maschinen

5.1 Klassifikation

Support-Vektor(SV)-Maschinen zur Mustererkennung sepa-
rieren zwei gegebene Klassen von Trainingsdaten in einem
hochdimensionalen Merkmalsraum durch eine Hyperebenew
minimaler VC-Dimension [35].

f(x) = sgn (w · Φ(x) + b) . (14)

Durch die zuvor besprochene Kernmethode kann das Skalar-
produktw · Φ(x) (im MerkmalsraumF ), welches potentiell
algorithmisch beliebig aufwendig sein kann, im Eingaberaum
ausgewertet werden. Dies führt zu der Entscheidungsfunktion

f(x) = sgn

(∑̀
i=1

yiαik(xi,x) + b

)
. (15)

Um b ∈ R undα1, . . . , α` ≥ 0 zu bestimmen, und somit die
Hyperebene inF zu konstruieren, muss folgendes quadra-
tische Optimierungsproblem mit Nebenbedingungen gelöst
werden:

maximiereW (α) =
∑̀
i=1

αi − 1
2

∑̀
i,j=1

αiαjyiyjk(xi,xj)

unter den
Nebenbe-

∑̀
i=1

αiyi = 0, 0 ≤ αi ≤ C, i = 1, . . . , `.
dingungen

(16)
Die KonstanteC > 0 spielt die Rolle eines Regularisierungs-
parameters, der die relative Gewichtung der Minimierung von
Remp und der Minimierung des Komplexitätsterms bestimmt
(vgl. (5)). Die SV-Entscheidungsfunktion ist durch (16) ein-
deutig bestimmt.

Die Ableitung des Optimierungsproblemes verwendet
Standardmethoden der Theorie konvexerOptimierung. Man

2 Auch Algorithmen, die auf̈Ahnlichkeitsmaßenk operieren, die
positive Matrizen(k(xi,xi))ij erzeugen, k̈onnen als lineare Algo-
rithmen inF interpretiert werden [21].
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Abb. 3. Beispiel eines SV-Klassifikators mit RBF-Kern (18). Kreise
und Punkte stellen zwei Klassen von Trainingsbeispielen dar. Die
mittlere Linie ist die Entscheidungsgrenze, dieäußeren Linien kenn-
zeichnen diejenigen Beispiele, die inF am dichtesten an der separie-
renden Hyperebene liegen. Die Support-Vektoren, die der Algorith-
mus findet (eingekreist), sind nicht Clusterzentren, sondern Beispie-
le, die f̈ur die Lösug der gegebenen Klassifikationsaufgabe kritisch
sind

stellt, zun̈achst f̈ur den linearen Fall (Φ = id), eine Zielfunk-
tion τ(w, ξ) = 1

2‖w‖2 + C
∑`

i=1 ξi auf, die es unter den
Nebenbedingungenni(w, ξi) := yi · ((w · xi) + b) − 1 +
ξi ≥ 0 und ξi ≥ 0 (i = 1, . . . , `) zu minimieren gilt. Man
kann zeigen, dass die Minimierung von‖w‖ der Maximie-
rung des Klassenabstands senkrecht zur Entscheidungsebene
(w ·x)+ b = 0 und der Minimierung der VC-Dimension ent-
spricht.3 Der zweite Term inτ sorgt daf̈ur, dass m̈oglichst vie-
le der Trainingsbeispiele die Nebenbedingungni mit ξi = 0
erfüllen und daher auf der richtigen Seite der Entscheidungs-
ebene liegen.

Als nächster Schritt wird mittels positiver Lagrange-Mul-
tiplikatorenα,β eine Lagrange-Funktion

τ(w, ξ) −
∑

i

αini(w, ξi) −
∑

i

βiξi

konstruiert. Ihre Minimierung̈uberw undξ liefert einen Satz
von Bedingungen, der die Eliminierung der ursprünglichen
Variablen erlaubt und zu einem dualen Problem führt, das
nurmehr vonα abḧangt. Da jenes Problem die Trainingsmu-
ster nur in Form von Skalarprodukten verwendet, lassen sich
zuletzt Kernfunktionenk(x,y) für alle Skalarprodukte sub-
stituieren, was zu (16) führt.

Empirisch findet man, dass oft wenige Beispiele des ge-
samten Datensatzes, dieSupport-Vektoren, Hyperebene und
Entscheidungsfunktion definieren – für alle anderen Daten

3 Die VC-Dimension charakterisiert die Reichhaltigkeit einer
Funktionenklasse. Eine Einschränkung auf Funktionen, die einen
großen Klassenabstand aufweisen, entspricht daher einer Verringe-
rung der VC-Dimension. Details sind z.B. in Einleitung und Kapitel 4
von [23] ausgef̈uhrt.

xi gilt αi = 0: sie sind f̈ur das Mustererkennungsproblem
irrelevant [20] (vgl. Abb.3). Durch die Wahl verschiedener
Kernfunktionen, und dadurch verschiedener Merkmalsräume,
ergeben sich als Spezialfälle der SVM auch Neuronale Netze,

k(x,y) = tanh(κ(x · y) +Θ), (17)

Gaußsche Radiale-Basis-Funktionen(RBF)-Netze (Abb. 3)

k(x,y) = exp
(−‖x − y‖2/(2 σ2)

)
, (18)

und Polynomklassifikatoren (10).
Bemerkenswerterweise erhält man auf einer Reihe von

Klassifikationsproblemen bei Benutzung dieser unterschied-
lichen Kerne, bzw. Klassifikatorarchitekturen, sehrähnliche
Mengen von Support-Vektoren. In diesem Sinne charakteri-
sieren jene das gegebene Klassifikationsproblem [20,21].

5.2 Regression

In der Verallgemeinerung des SV-Algorithmus auf Regression
[35] scḧatzt man lineare Funktionen im Merkmalsraum,

f(x) = (w · Φ(x)) + b. (19)

Um die Eigenschaft der Entwicklung der Lösung in wenigen
Support-Vektoren beizubehalten (sparsity), verwendet man ei-
ne Kostenfunktion, die Abweichungen der Trainingsdaten von
der Scḧatzung unterhalb vonε > 0 nicht bestraft,

|y − f(x)|ε := max{0, |y − f(x)| − ε}. (20)

Die Funktionf findet man wiederum durch Lösung eines qua-
dratisches Optimierungsproblem, das die Eigenschaft hat, nur
von Skalarprodukten abzuhängen. F̈ur die Klasse allgemei-
ner konvexer Kostenfunktionen kann ebenfalls effizient eine
Lösung gefunden werden [33,31]. Somit können wie im Fall
der Mustererkennung Kernfunktionen verwendet werden.

Alternativ zur Interpretation der resultierenden nichtlinea-
ren Scḧatzung

f(x) =
∑

i

αik(xi,x) + b (21)

als lineare Funktion (19) im Merkmalsraum kann manf auch
als Lösung des folgenden regularisierten Problems interpre-
tieren: gegeben sei ein RegularisierungsoperatorP (beispiels-
weise ein Differentialoperator, der die Glattheit vonf misst).
Minimiere dasregularisierte Risiko

Rreg[f ] = Remp[f ] +
λ

2
‖Pf‖2. (22)

Dies ist äquivalent zum SV-Algorithmus, sofernk eine
Green’s-Funktion vonP ∗P ist [32]. So wird ersichtlich, dass
der Kern eine Doppelrolle spielt: zum einen legt er die funktio-
nale Form der zugelassenen Lösungen (21) fest; zum anderen
bestimmt er die Art der Regularisierung. Wenn man die beiden
Aspekte trennt, gelangt man zu allgemeineren Lernverfahren,
die bei geeigneter Wahl der Kostenfunktion immer noch als
quadratische Optimierungsprobleme lösbar sind [31].
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Abb. 4. Durch Verwendung einer Kernfunktion führt Kern-PCA im-
plizit eine lineare PCA in einem hochdimensionalen Raum durch,
der nichtlinear mit dem Ursprungsraum zusammenhängt [27]

Die optimale Wahl des Parametersε, der die geforderte
Genauigkeit der Scḧatzung charakterisiert, hängt vom Grad
der Verrauschung der Zielwerteyi ab. Da diese in der Regel
nicht a priori bekannt ist, kann es sinnvoll sein, das Problem
so umzuschreiben, dassε automatisch bestimmt wird, und
man stattdessen den Anteilν der Datenpunkte vorgibt, die
außerhalb der Genauigkeitε liegen d̈urfen [28].

6 Kern-PCA

Die oben beschriebene Kern-Methode ist jedoch nicht auf SV-
Maschinen beschränkt – sie setzt nur voraus, dass ein Algorith-
mus sich auf Basis von Skalarprodukten ausführen l̈asst. Da-
her lag es nahe, dieselbe Methode zur Verallgemeinerung ei-
nes anderen vormals linearen Algorithmus zu verwenden. Die
Wahl fiel auf den wahrscheinlich am weitesten verbreiteten
Algorithmus aus der statistischen Datenanalyse: dieHaupt-
komponentenanalyse(PCA, für principal component analy-
sis). Die Grundidee der PCA kann wie folgt skizziert werden
(vgl. Abb. 4).

Für einenN -dimensionalen Datensatz wird ein Satz ortho-
gonaler Richtungen berechnet, sodass sich die Daten aus den
erstenn Richtungen (n = 1, . . . , N ) mit minimalem quadra-
tischen Fehler rekonstruieren lassen. Dies entspricht der Kon-
struktion eindimensionaler Projektionen, die maximale Vari-
anz aufrechterhalten. In der Praxis ist mit der Anwendung der
PCA meist die Hoffnung verbunden, durch Extraktion we-
niger Hauptkomponenten (d.h. durch Verwendung weniger
Projektionen) die Dimensionalität der Daten zu reduzieren
und gleichzeitig die wesentliche Struktur zu bewahren. Frei-
lich ist der Algorithmus linear und daher nicht in der Lage,
wichtige nichtlineare Strukturen aus Mustern wie z.B. jenen
in Abb. 2 und 5 zu extrahieren.

Hier setztKern-PCAals nichtlineare Verallgemeinerung
von PCA an. Zur Ableitung des Algorithmus formuliert man

die lineare PCA im Merkmalsraum und reduziert sie auf Ska-
larprodukte, die sodann durch Kernfunktionen berechnet wer-
den k̈onnen. Im folgenden soll der Fall von bereits im Merk-
malsraum zentrierten Daten ausgeführt werden; dar̈uber hin-
ausgehende Details sind in [27] ausgeführt.

Durch die nichlineare Abbildung (6) werden die Daten
x1, . . . ,x` ∈ R

N in den MerkmalsraumF überf̈uhrt, in dem
die aus den Daten geschätzte Kovarianzmatrix die Form

C =
1
`

∑̀
j=1

Φ(xj)Φ(xj)> (23)

annimmt. Zielwertey1, . . . , y` werden nicht ben̈otigt – die
PCA ist einunüberwachtesLernverfahren.

Zum Auffinden der Hauptkomponenten muss folgendes
Eigenwertproblem gelöst werden: sucheλ > 0,V 6= 0 mit

λV = CV =
1
`

∑̀
j=1

(Φ(xj) · V)Φ(xj). (24)

Hieraus ist ersichtlich, dass für alle Lösungen gilt:

V ∈ span{Φ(x1), . . . , Φ(x`)} .
Daher d̈urfen wir

V =
∑̀
i=1

αiΦ(xi) (25)

ansetzen, und das zu (24)äquivalente System von Gleichun-
gen

λ(Φ(xk) · V) = (Φ(xk) · CV) für allek = 1, . . . , ` (26)

betrachten. Durch Einsetzen von (23) und (25) sowie Defini-
tion einer`× `-Matrix

Kij := (Φ(xi) · Φ(xj)) = k(xi,xj) (27)

gelangt man zu einem Eigenwertproblem für die Entwick-
lungskoeffizientenαi, das nurmehr von den Werten der Kern-
funktion abḧangt:

λα = Kα (α = (α1, . . . , α`)>) (28)

Die Normierung desk-ten EigenvektorsVk auf die L̈ange 1
in F läuft auf eine Normierung seiner Entwicklungskoeffizi-
entenαk) gem̈aßλk(αk · αk) = 1 hinaus.

Zur Merkmalsextraktion projiziert man das Bild eines Mu-
stersx aufVk durch

(Vk · Φ(x)) =
∑̀
i=1

αk
i (Φ(xi) · Φ(x)) =

∑̀
i=1

αk
i k(xi,x).

(29)
Dieser Algorithmus zur nichtlinearen PCA hat also die Eigen-
schaft, dass die Nichtlinearität über die Kernfunktion an zwei
vergleichsweise harmlosen Stellen eingeht: zum einen bei der
Berechnung der Matrixelemente vonK (27), und zum anderen
bei der Auswertung der Entwicklung (29). Wesentlich ist, dass
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Eigenwert=1.000 Eigenwert=0.531

Abb. 5. Lineare PCA, oder,̈aquivalent, Kern-PCA mitk(x,y) =
(x·y). Darstellung der zwei linearen Merkmalsextraktoren auf einem
künstlichen Datensatz (entsprechend den beiden Eigenvektoren, nach
Größe der Eigenwerte sortiert). Spezifische Grauwerte und Höhen-
linien kennzeichnen Gebiete, wo (29) gleiche Werte annimmt. Der
erste Extraktor (links) projiziert auf die Richtung maximaler Varianz
in den Daten, und verdeutlicht, dass man allein durch Betrachtung
der Varianz im Eingaberaum bei dem zugrundeliegenden Datensatz
die nichtlineare Struktur nicht angemessen identifizieren kann

die Berechnung der Haupkomponenten nach wie vor ein linea-
res Eigenwertproblem ist. Die Größe der MatrixK ist hierbei
durch die Anzahl der Trainingsbeispiele gegeben. Bei großen
Trainingsmengen kann es daher sinnvoll sein, approximative
Methoden zu verwenden. So kann die PCA auf einer Teilmen-
ge der gesamten Daten berechnet werden, und nachfolgende
Verarbeitungsschritte k̈onnen wieder die gesamte Trainings-
menge miteinbeziehen. Die im nächsten Abschnitt besproche-
nen Experimente verwendeten beispielsweise für die PCA nur
3000 Trainingsbeispiele.4

Die Abb. 5–7 zeigen Beispiele für Merkmalsextraktoren,
die durch lineare PCA und Kern-PCA für künstliche Daten-
sätze berechnet wurden.

7 Anwendungen

Die ersten Arbeiten̈uber SV-Maschinen bei den AT&T Bell
Labs verwendeten allesamt Ziffernerkennungs-Benchmarks
zur Evaluierung der neuen Algorithmen. Schnell wurden Ge-
nauigkeiten erreicht [6,20,21,26], die sich mit den besten
Verfahren messen konnten. Auf dem USPS und NIST OCR
Benchmarks waren dies konvolutive Mehrschicht-Perzeptrons,
auch bei AT&T entwickelt [11,4,30].

Man erkennt in der Tabelle das gute Abschneiden der
SVM.5 Regularisierte RBF-Netze liegen zwar gleichauf mit

4 Eine alternative Methode wird in [24] beschrieben. Wählt man
{z1, . . . , zm} = {x1, . . . ,x`}, so f̈uhrt lineare PCA auf den durch
Φm(x) := (k(z1,x), . . . , k(zm,x)) abgebildeten Daten zu einem
Eigenwertproblem f̈ur K2 mit denselben Eigenvektoren wie Kern-
PCA. Durch Wahl einer kleineren Menge{z1, . . . , zm} lässt sich
diese ‘empirische Kernabbildung’Φm als Abbildung in einen nied-
rigdimensionaleren Raum approximieren, in welchem sich das Ei-
genwertproblem schneller lösen l̈asst.

5 Ergänzend sei gesagt, dass das Training der SVM auf einem
Pentium-Rechner rund eine Stunde dauert; die Klassifikation der
Testmenge nimmt größenordnungsm̈aßig eine Minute in Anspruch.
Neuronale Netze sind im Training meist langsamer, in der Klassifi-
kation aber schneller; bei prototypenbasierten Ansätzen wie Tangent
Distance verḧalt es sich umgekehrt.

Eigenwert=1.000 Eigenwert=0.394

Eigenwert=0.251 Eigenwert=0.223

Abb. 6. Darstellung der ersten 4 nichtlinearen Merkmalsextraktoren
bei Kern-PCA mit Sigmoid-Kern (17) auf dem Datensatz aus Abb. 5.
Die Komponenten extrahieren nichtlineare Struktur aus dem Daten-
satz; so passt sich beispielsweise der erste Extraktor (links oben)
besser der Kr̈ummung der Daten an als die entsprechende Kompo-
nente in Abb. 5

Tabelle 1.Klassifikationsfehler in % f̈ur Ziffernerkennung auf dem
US Postal service benchmark (USPS) mit 7291 Trainingsbeispielen.
Hier schneiden invariante SVM nur wenigüber dem Rekordergebnis
ab. Bemerkenswert daran ist, dass die Algorithmen in [11,7,30] auf
einer Datenmenge trainiert wurden, die um maschinengeschriebene
Ziffern erg̈anzt waren, die nach Aussage von [7] den Testfehler ver-
ringern. Alle Ergebnisse beziehen sich auf dieselbe Testmenge von
2007 Ziffern; Zur̈uckweisung (reject) von Mustern war nicht zuge-
lassen. Sowohl SVM als auch Kern-PCA wurden mit polynomialen
Kernen (10) trainiert.

lineare PCA & lineare SVM (Scḧolkopf et al. [27]) 8.7%
k-Nearest Neighbor (Simard et al. [30]) 5.9%
LeNet1 (LeCun et al. [11]) 5.0%
Regularisierte RBF-Netze (Rätsch [19]) 4.1%
Kern-PCA & lineare SVM (Scḧolkopf et al. [27]) 4.0%
SVM (Scḧolkopf et al. [20]) 4.0%
Invariante SVM (Scḧolkopf [26]) 3.0%
Boosting (Drucker et al. [7]) 2.6%
Tangent Distance (Simard et al. [30]) 2.6%
Menschliche Fehlerrate 2.5%

Standard-SVMs, jedoch kann das SVM Ergebnis noch wei-
ter durch Einbeziehen vona-priori-Wissenverbessert wer-
den. Letzteres bezeichnet Informationüber die zu lernende
Funktion, die zus̈atzlich zur Trainingsmenge vorhanden ist.
In der Ziffern- und Objekterkennung gibt es beispielsweise
Invarianztransformationen, wie die räumliche Verschiebung
von Mustern, die die Klassenzugehörigkeiten nicht ver̈andern.
Dies kann ausgenutzt werden, indemvirtuelle Trainingsbei-
spiele aus Support-Vektoren erzeugt werden, oder indem die
Kernfunktion so geẅahlt wird, dass die Hyperebene lokal in-
variant wird. Durch Modifikation der Kernfunktion kann auch
die Information genutzt werden, dass Produkte räumlich be-
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Abb. 7. Darstellung der ersten 8 nichtlinearen Merkmalsextraktoren, die man durch Anwendung von Kern-PCA mit RBF-Kern (18) auf einen
künstlichen Datensatz aus drei Gauß-Clustern erhält (aus [27]). Links oben: die ersten beiden Komponenten teilen die Daten in drei Cluster
auf. (Dies geschieht, obwohl der Algorithmus nicht explizit die Clusterung zum Ziel hat.) Diese nichtlineare Struktur in den Daten trägt
dementsprechend im Merkmalsraum maximale Varianz. Die höheren Komponenten untersuchen die verbleibende Varianz, die darin besteht,
dass die Cluster ausgedehnt sind. Komponenten 3–5 halbieren jeweils einen Cluster, wie auch 6–8, letztere orthogonal zu den vorherigen
Halbierungen

nachbarter Pixel robustere Merkmale sind als Produkte belie-
biger Pixel [26].

Auch Kern-PCA konnte f̈ur die Ziffernerkennungsdaten-
bank des US-Postal Service (USPS) sehr gute Ergebnisse er-
zielen, so erreicht man durch Kern-PCA-Merkmalsextraktion
und nachfolgende lineare Klassifikation eine Fehlerrate von
4% – besser als klassische Neuronale Netze [11], und Größen-
ordnungen besser als lineare PCA mit 8.7% [27].

Obgleich der USPS Datensatz lange als Standard-Bench-
mark bei AT&T Verwendung fand, wurde im Lauf der Zeit
klar, dass gr̈oßere Datenbanken zur verlässlicheren Evaluie-
rung der verschiedenen Klassifikatoren vonnöten waren. Der
vom NIST zusammengestellte Datensatz von 120000 hand-
geschriebenen Ziffern (davon die Hälfte als Trainingsmenge)
füllte diese L̈ucke; gleichzeitig stellte er ein realistischeres
Modell für praktische Anwendungen in der maschinellen Zif-
fernerkennung dar, wo in der Regel mit großen Datensätzen
gearbeitet wurde. Auf diesem Datensatz schneiden invariante
SVMs mit 0.8% Fehler [21] besser ab als der Rekordhalter
auf der USPS Datenbank (Tangent Distance), und auch bes-
ser als alle anderen Einzelklassifikatoren, dicht gefolgt von
LeNet 5 mit 0.9% Fehler. EinEnsemblevon LeNet 4 Netz-
werken, trainiert auf einer Datenbank die Millionen künstlich
generierter Beispiele enthielt, liegt hier jedoch noch ein wenig
besser (0.7%) [4].

Durch die beschriebenen Ergebnisse wurde klar, dass die
SV-Maschinen einen leistungsfähigen Ansatz darstellen, und
andere Anwendungen ließen nicht lange auf sich warten. Zu-
nächst waren dies weitere Mustererkennungsprobleme, wie
3D-Objekterkennung [2], Gesichtsdetektion [9], sowie Fuß-
gängerdetektion [15]. Ein Problem, das den Stärken von SV-
Maschinen in besonderem Maße entgegenzukommen scheint,
ist die Textkategorisierung. Ein typischer Benchmark ist die
Reuters-22173 Sammlung. Hier wurden 21450 Reuters News-
Stories aus dem Jahre 1997 gesammelt und nach 135 verschie-
denen thematischen Kategorien indiziert, um den Reuters-
Kunden den Zugriff auf die Datenbank zu erleichtern. Die
Reuters-Dokumente werden entsprechend ihrer Dokument-
und Wortḧaufigkeit als ca. 10000-dimensionale Trainingsvek-

toren codiert. In diesem̈außerst hochdimensionalen Problem
erreichen SVMs exzellente Ergebnisse [9,10]. Ferner wurden
SVMs zur L̈osung inverser Probleme eingesetzt [36,37].

Nachdem der SV-Algorithmus auf Regression verallge-
meinert worden war, konnten auch für Funktionsscḧatzproble-
me wie das Boston-Housing-Problem [34] und verschiedene
Zeitreihenvorhersageprobleme Rekordergebnisse [12,14] er-
reicht werden. Auf dem Benchmarkdatensatz D des Santa-
Fe-Wettbewerbs zur Zeitreihenvorhersage konnte eine Ver-
besserung der Vorhersagequalität von 30% [14] bez̈uglich des
bisherigen Rekordes erzielt werden. Wir führen unser gutes
Ergebnis auf eine saubere Modellierung des nichtstationären
Prozesses und auf die guten Regularisierungseigenschaften
der eingesetzten SVMs zurück. Letztere machen sich beson-
ders im Falle weniger und gleichzeitig hochdimensionaler
Trainingsbeispiele bemerkbar.

Ein anf̈angliches Problem von SV-Maschinen war die
Klassifikationsgeschwindigkeit. Zwar ist das Training, also
die Lösung von (16), als quadratisches Optimierungsproblem
effizient lösbar,6 die Komplexiẗat der Auswertung der gefun-
denen Entscheidungsfunktion (15) (nach dem Training) ist
jedoch proportional zur Anzahl der Support-Vektoren, wel-
che bei stark verrauschten Problemen einen wesentlichen Teil
der Datenbank umfassen kann. Um dieses Problem zu behe-
ben, wurden spezielle Approximationsverfahren entwickelt,
die SV-Maschinen in denselben Geschwindigkeitsbereich wie
Neuronale Netze brachten [5,23].

6 Die Komplexiẗat des Optimierungsproblems skaliert zunächst
ungef̈ahr mit der dritten Potenz der Anzahl der Trainingsbeispiele.
Jedoch k̈onnen Methoden zur Dekomposition des Problems gefunden
werden, die in etwa quadratisch oder sogar noch besser skalieren
[17,18,10]. Die Grundidee dieser Methoden liegt darin, dass in der
Lösung von (16) typischerweise die meisten der Variablen an den
Rändern von[0, C] zu liegen kommen, sodass es im wesentlichen
gen̈ugt, die Optimierung̈uber die verbleibenden vorzunehmen.
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8 Diskussion

Durch Verwendung von Kernfunktionen kann einer ganze Rei-
he von nichtlinearen Lern- und Datenanalyseverfahren eine
solide mathematische Grundlage gegeben werden. Kernfunk-
tionen stellen eine theoretisch und algorithmisch fruchtbare
Korrespondenz zwischen komplexen Algorithmen und linea-
ren Methoden her: der theoretische Vorteil liegt darin, dass für
lineare Algorithmen Ergebnisse und Einsichten vorliegen, die
nun für eine große Klasse von Methoden herangezogen wer-
den k̈onnen. Der algorithmische Vorteil besteht in der Mög-
lichkeit derimplizitenAusführung von komplexen Methoden
in hochdimensionalen R̈aumen, indem man Skalarprodukte
durch Kernfunktionen berechnet.

Die Methode der Kernfunktionen setzt lediglich voraus,
dass sich ein Algorithmus anhand von Skalarprodukten for-
mulieren l̈asst. Dies trifft auf eine ganze Reihe von Algorith-
men der klassischen Statistik zu. Ein Beitrag unserer Arbeit
besteht darin, dies aufgezeigt und anhand der Verallgemeine-
rung der PCA illustriert zu haben.

Die praktische Einsetzbarkeit von SVMs konnten wir an-
hand verschiedener Rekordergebnisse illustrieren, beispiels-
weise in der Handschrifterkennung und der Zeitreihenvorher-
sage. Dar̈uber hinaus kann Kern-PCA nicht nur zur Vorver-
arbeitung und Extraktion nichtlinearer Merkmale eingesetzt
werden, vielmehr sind Anwendungen zur nichtlinearen Ent-
rauschung, Kompression und Visualisierung ebenfalls denk-
bar und teilweise bereits realisiert [13]. Parallel zu diesen
praktischen Arbeiten, und grundlegend für praktische Arbei-
ten in der Zukunft, ist in j̈ungster Zeit auch unser theoretisches
Versẗandnis der zugrundeliegenden statistischen und funktio-
nalanalytischen Prinzipien wesentlich erweitert worden [38,
25].

Leser, die die Entwicklung dieses faszinierenden For-
schungsgebietes näher verfolgen m̈ochten, seien auf den Sam-
melband [23] und die www-Seite svm.first.gmd.de verwie-
sen, wo auch Programme für Kern-PCA und Support-Vektor-
Maschinen frei erḧaltlich sind.
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22. Scḧolkopf, B.: Support-Vektor-Lernen. In: Hotz, G., Fiedler,
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29. Scḧurmann, J.: Pattern Classification: a unified view of statisti-
cal and neural approaches. New York: Wiley 1996

30. Simard, P., LeCun, Y., Denker, J.: Efficient pattern recognition
using a new transformation distance. In: Hanson, S.J., Cowan,
J.D., Giles C.L. (eds.), Advances in Neural Information Pro-
cessing Systems 5, 50–58, San Mateo, CA: Morgan Kaufmann
1993
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(http://svm.first.gmd.de/kalif.html) – mit einem Preis der GMD. Ne-
ben Forschungsaufenthalten an der Australian National University
ist er seither bei der GMD tätig.

Klaus-Robert M̈uller, geboren 1964,
erhielt 1989 von der TU Karlsru-
he das Diplom in Physik und wurde
1992 am selben Ort in Informatik mit
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